In der letzten Vorlesung hatten wir iiber Aufblasungen geredet.

. P S
P! : Richtungen in C* bei 0

C2 C2

e Wir beschreiben nun eine Aufblasung mit zwei Karten. Dabei verwen-
den wir nun sowohl im Bild als auch im Urbild x und y statt wie zuvor
u, v;u',v'. Wir betrachten die Abbildungen

C? — C?
I:(z,y) — (zy,y)
II :(z,y) — (z,2y).

Diese sind die sogenannten Quadratischen Transformationen.

e Nun sei f(X,Y) € C[X,Y] oder f(X,Y) € C[[X,Y]]. Dann nennt man
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die total Transformierten. Fiir ein Monom X®Y? von f erhalten wir also

dann XY %*+? und Xo+ty?. Allgemeiner kénnen wir fiir m := multo(f)
FXY,)Y)=Y"f(X,Y),

FX,XY) = X"f(X,Y)

schreiben. f wird oft als die strikt Transformierte von f bezeichnet. Hiufig
ist die strikt Transformierte deutlich einfacher als das urspriingliche f.

Wir werden nun im Folgenden einige Beispiele hierzu nennen. Zuerst beschrén-
ken wir uns in Beispiel 1) bis 6) auf zeichnerische Beispiele, eher wir in Beispiel
7) und 8) génzlich ohne Bilder und Zeichnungen auskommen werden.



Beispiel.

1)

1. Karte : X?2Y? - Y2 =Y?%(X? -1) X2 _y?
2. Karte : X2 — X2Y?2 = X2(Y?2 - 1)

2)

4,\/’

1. Karte : X2Y?2 - Y3 =Y2(X2-Y) X2_ys3

3) Nun blasen wir die Kurve X2 — Y auf. Wir erhalten hierbei X2Y? — Y4 =
Y?2(X?% —Y?). Es wird dabei ersichtlich, dass nach einmaligem Aufblasen
die Stelle mit Schnittmultiplizitdt 2 zu einer Stelle mit Schnittmultiplizi-
tat 1 wird. Das heifst, wir konnen hier erneut Aufblasen.
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4) Praktisch analog erhalten wir aus X2 — Y durch Aufblasen X?Y? —Y® =
Y?2(X2% —Y?3). Auch hier kdnnen wir ein weiteres Mal Aufblasen.

5) Fiir die zwei Kuspen (X2—Y3)(X3~Y?) erhalten wir mit Beispiel 2) und 3):
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(X2 - V)X~ )

6) Nun wollen wir noch ein letztes Beispiel graphisch behandeln. Hierbei beno-
tigen wir gar 3 Aufblasungen um zu einem Ergebnis ohne Beriihrungen zu
kommen. Wie zuvor werden die Beriihrungen bei jeder Aufblasung weni-
ger.

7) Jetzt werden wir ein Beispiel erldutern, in dem wir in jedem Schritt die strikt
Transformierte des jeweiligen Polynoms berechnen. Dabei bezeichnen wir
mit f ~ f das Berechnen der strikt Transformierten von f.
X5—Y17 ~ X5_y12 —~ X5_X7 I X5—Y2 — —Y2—|—X5 —~ —Y2+X3 ~
Y2+ X

8) Wenn wir nun statt X® — Y? (a,b) bzw. (b,a) schreiben, erreichen wir im
folgenden Beispiel:
(7,25) ~> (7,18) ~~ (7,11) ~ (7,4) + (4,7) ~ (4,3) < (3,4) ~ (3,1).
Man erkennt nun die Parallelen zu dem euklidischen Algorithmus. Denn
man kann das Beispiel auch wie folgt schreiben:

26=3-7T+4
7=1-4+3
4=1-3+1



Wir haben anhand der Bilder sehr gut gesehen, dass wir mit dem Aufblasen
jede Singularitéit auflésen konnen. Das fithrt uns zum néchsten Abschnitt:

5.8 Auflésung von Singularititen durch wiederholtes Auf-
blasen
Wir beschrénken uns hier auf Kurven (also nur fiir Dimension 2). Man kann den

folgenden Satz auch allgemeiner formulieren, dies wiirde allerdings den Rahmen
dieser Vorlesung sprengen.

Satz. Sei f € C[[X,Y]] irreduzibel ("Formaler Kurvenzweig"). Dann gibt es
eine endliche Folge von Quadratischen Transformationen, so dass die strikt
Transformierte am Ende Multiplizitit 1 hat.

Beweis. Sei m := multg(f). Falls m = 1 ist, ist f ein glatter Zweig und die
Behauptung stimmt. Andernfalls liefert uns die Puiseux-Entwicklung aus (3.8)

z(t) =tm
1

{y<t) — 0
wobei ... fiir héhere Terme steht und M > m. Wir betrachten nun das Zahlen-
paar (m, M). Die Puiseux-Reihe der strikt Transformierten ist

QT : (X,Y)— (X,XY)=(X,Y)

mit X,Y als Variablen der Aufblasung. Weiter erhalten wir mit den Quadrati-
schen Transformationen

Z(t)y =1tm

{ (2)

glt) =tM—m 4

Wenn (2) die Parametrisierung von f(z,y) = 0 ist, dann ist (1) die Parametri-
sierung von f(:i, 7) = 0. Wir sehen also, dass entweder m < m oder m = m und
M = M —m < M sein muss. Wir erinnern uns an dieser Stelle, dass m < M.
Nach endlich vielen Schritten fillt also irgendwann m und damit wird m nach
erneut endlich vielen Schritten 1. O

Wir erhalten als direkte Folgerung das folgende Korollar:

Korollar. Fiir jede Kurve C C IP? egistiert eine endliche Folge von Aufblasun-
gen, so dass die strikt transformierte Kurve C glatt ist.

Beweis. 1) Wir blasen alle Singularitéten so oft auf, bis alle Zweige glatt sind.

2) Wenn fiir zwei glatte Zweige C' und C’ I(C, C’; p) = n gilt, so trennen C und
(' sich nach n-facher Aufblasung, wie auch Beispiel 3) deutlich macht.
O

Fiir ein glattes C erhalten wir dann folgendes Diagramm:

s p2

C——P?
Also gilt #p~1(p) = # Zweige von C bei p.



5.9 Cremona-Transformation als Aufblasung

Sei A,B,C € P2 und C = Ca,B,c- Man kann die Cremona-Transformation mit
Hilfe von Aufblasungen wie folgt verstehen:
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wobei P, 1 (A) = a, etc. und Py ' (A’) = @/, etc. Desweiteren ist I' = {(P, C(P)) €
P2 x P2|P € P? {A, B,C}} C P? x P2

Satz. Jede Kurve C C P? kann durch eine Folge von Cremona-Transformationen
in eine Kurve C' C P? mit nur gewéhnlichen Singularititen transformiert wer-
den.

Beweis. Wir werden den Beweis hier nicht im Detail behandeln. Viel mehr wer-
den wir eine Beweisidee angeben. Eine ausfiihrliche Darstellung ist sehr umfang-
reich und wiirde an dieser Stelle zu weit fithren. Nach endlich often Anwenden
einer Cremona-Transformation erhalten wir aus einer nicht gew6hnlichen Singu-
laritdt mehrere gewohnliche Singularitdten. Wir wihlen @ und R, so dass |PQ)|
und |PR| nur in P eine Singularitét von C schneidet. Dabei liefern fiir eben sol-
che allgemeine @ und R genau die Schnittpunkte von C mit den Geraden |PQ)|
und |PR| durch die Cremona-Transformation die gewohnlichen Singularitéten.
Wenn wir annehmen, dass P eine nicht gewthnliche Singularitéit von C ist, dann
konnen wir an dieser Stelle eine Cremona-Transformation durchfithren.




Wenn wir dies fiir alle Singularitdten durchfiihren, erhalten wir eine Folge von
Cremona-Transformationen, die uns eine Kurve mit nur noch gewohnlichen Sin-
gularititen liefert. O



